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(Eingegangen am 21. i. 1965) 
Übersicht: Es wird eine exakte Lösung der instationären inkompl'('~siblen Couette-
Strömung für den Fall angegeben. daß bei ein~r voll au,;gebil,ldl'l\ Couell'.,·Strömung die 
zunächst ruhende Begrenzllngswand plötzlich aur ein(' konstant" Ueschwinriigkeit von 
beliebigem Betrag gebracht wird. Es wird gezeigt, daß dpl' Rnihungshciwl'l't an der 
plötzlich in Gang gesetzten Wand für kleine Zeiten pxtl'elll hoh,- Wprtl' annimmt. An Hand 
einiger Beispielrechnllngen wird <leI' physikalisl'he Sa"hv(-r!;,tlt "·r<klltli('ht. 
Su m m a r y, An emd solution 01 thr ''''/I,s/Nul!} i//CIII"llr,'ssil,l,' ('11111'11",//"/1' ;s IJI'I'selltpd 
101' Ihr ws/' "'h,re i/l a fully dr1.',ll'j!PI[ (:oar.tte·/t-./I· Ihc /,(/"",{',r,l/ ;"i/i"lly 1/1 r"sl is slI'ldrnly 
accelera/,d /0 U/I (abi/rar!) ulocity. /t is 8ftOIl'11 /illllllu' sl.-ill Irir/io/l l'ol'lf;ril'lli 111 /h" s/iddenly 
acee/em/pd u'ull U881/1111'S r.rlremr-ly hiyh I"d",s 101' SlIlIlll I"IIII"S 01 lillll', '/'h,' !,hysinlll'<jlrd 
al/he problem i8 iUlls/raft" by 1I lell' 81(/lIjl[" mlnt/II/iolls. 
1. Einleitung 
Bei instationären ~trömungsY()l'gängell, inshpsonderp lJei (j-reuzschieht, 
strömungen, handelt es sich meist um Bewegungen am; df'f Ruhe heraus oder 
um periodische Bewegungen. Der erste Fall wird auch ab Anfahrvorgang 
bezeichnet. Bei diesem Anfahryorgang bildet sich in unmittelbarer Wandnähe 
eine zunächst sehr dünne ReibungsHehicht aus, in welcher der Übergang vom 
Haften an der \V and auf die Geschwindigkeit cler Außpnströmung stattfindet. 
Die Dicke der Reibungsschicht nimmt dann mit der Zeit zu und nimmt 
schließlich für große Zeiten einen konstanten stationären \Vert an. welcher 
der Lösung des enbprechenden stationären Problems entspricht. Von gleicher 
Art ,:ind jedoch auch die Vorgänge, bei denen in einer bereits bestehenden 
Grenz,;chichtströmung plötzliehc Anderungen stattfinden, z. B. durch ruck-
artige Beschleunigung der \Yandgesehwindigkeit auf einen neuen konstanten 
\Y ert. 
In (leI' vorliegenden Arbeit wird der Fall behandelt, daß in einer yoll ausge-
bildeten Couette-Strömung, bei welcher zunächst die untere \V anel ruht und 
die obere, Wand mit einer konstanten Geschwindigkeit geschleppt wird, ~e 
untt>re "amI t>benfalls plötzlich in Bewegung gesetzt wird. Dabei sind dw 
Fällt>. claß dit> untt>l'C \Vand in gleicher RiehtunO' oder in entgeO'engesetzter 
Richtung zur obert>n '''anel bewegt wird, einbe;iffen, Der Bet~ag der Ge-
s~llWin,digk:-it. der unteren \Y and kann beliebig sein. Für einige Spezialfälle 
sll~d ll!t> zelthc,h yerä,~derlichen .Geschwindigkeitsprofile sowie die Reibungs-
belwt>rtt> an belden "anelen ermIttelt worden. 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047952
Eine exakte Lösung der instationären Couctte-Strömung 
2. Bezeichnungen 
h 
n 
Reibungsbeiwerte an der unteren bzw. der oberen "'and 
konstante Faktoren in den Reihengliedern (siehe Gin. (5a) und (5b)) 
Abstand der parallelen Wände 
laufender Summationsindex 
R[ (I'), R2 (t') zeitabhängige Reibungsfunktionen nach Gln. (16) und (18) 
Re = UD h 
8 (t',1)) 
vt 
t'=-
h2 
l' 
u = u(y) 
[,'u 
y 
II=T 
1I 
Reynoldszahl 
Summenfunktion nach GI. (12) 
Zeit 
dimensionslose Zeit 
Geschwindigkeitsverteilung 
konstante Geschwindigkeit der oberen Wand 
Koordinaten (siehe Abb. 1) 
Konstante nach GI. (2) 
dimf'nsionslose Koordinate 
dynamische Zähigkeit 
kinematische Zähigkeit 
Dichte 
15;') 
Wandschubspanlllmgen an der unteren bzw. oberen ,rand nach Gin. (13) 
und (14) 
3. Die Problemstellung 
Die Problemstellung wird durch die Folge der Skizzen abis d in Abb. 1 er-
läutert. Zu einer Zeit t < 0 (Skizze a) bestehe eine ,-ollausgcbildete Couette-
Strömung mit einer linearen Geschwindigkeitsverteilung der Form 
n 
L'o 
y 
h (1) 
Bei y = 0 ist 11 = 0 (Haftbedingung an der unteren \rand) und bei y = h 
ist u = Co (Haftbedingung an der oberen \rand). Zum Zeitpunkt t = 0 
(Skizze b) werde die untere Wand plötzlich auf eine konstante GesC'hwindig-
keit oc U 0 gebracht. Die durch diese Störung bewirkte Deformierung der 
Geschwindigkeitsverteilung breitet sich mit endlicher Geschwindigkeit in 
y-Richtung aus, wie in Skizze c angedeutet ist. d. h. für jeden Zeitpunkt t > 0 
ergibt sich eine neue Geschwindigkeitsverteilung. Dieser Ausgleichvorgang 
dauert so lange an, bis für große Zeiten t (Skizze d) sich schließlich ('in !1puer 
stationärer Zustand einstellt, bei dem die GeschwindigkeitsYerteilung <lie Form 
u y 
Co = (1 - oc) T -i-- x (2) 
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@ t<O @ t=O 
o t>o @ t_ oo 
Abb. 1. Die instationäre Couette-Strömung (schematisch) 
annimmt. Das gestellte Problem besteht also darin, Lösungen für die Ge-
sehwindigkeitsverteilung zu jedem Zeitpunkt t > 0 anzugeben_ Dieses Problem 
ist eng verwandt mit den in [1] angegebenen Problemen der plötzlich in Gang 
gesetzten ebenen Wand (erstes Stokessches Problem) und dem zeitlichen Anlauf 
bei der Couette-Strömung. 
4. Lösung der Differentialgleichung 
Wie ebenfalls in [1] gezeigt, lautet die zu lösende Differentialgleichung 
6 U 62 U 
--= v--6 t 6 y2 
mit den Rand- bzw. Anfangsbedingungen 
t :s;: 0: 
t >0: 
y 
u= Uo-h 
u = oc U 0 für y = 0 
u = U 0 für y = h } 
(3) 
(4a) 
(4b) 
Die Differentialgleichung (3) ist identisch mit der Wärmeleitungsgleichung, 
welche die Ausbreitung der Wärme von einer Seite einer unendlich ausgedehnten 
Platte endlicher Dicke h zur anderen Seite beschreibt_ Wegen dieser Analogie 
zwischen der ~Wärmeausbreitung und dem vorliegenden Strömungsproblem 
werden die bekannten Methoden aus der Theorie zeitlich veränderlicher 
Temperaturfelder ohne Wärmequellen benutzt (siehe [2] und [31). Als Lösungen 
der partiellen Differentialgleichung (3) kommen in Frage 
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~ = ~ C
n 
e - n~~' v t sin (n ;r Y) 
Uo ~ h (5a) 
n=l 
oder 
U LOO d - ":;' vt (n;r Y) 
-= ne cos --Uo h 
(5b) 
n=l 
wobei der Plattenabstand h nicht der Intervallänge 27/:, sondern der Länge 7/: 
entsprechen soll. 
Für t = 0 stellen die Gleichungen (5a) bzw. (5b) Fourierreihen dar, die nur 
Sinusglieder bzw. nur Kosinusglieder enthalten. Da im Intervall (0, 7/:) eine 
beliebige Funktion sich sowohl in eine Reihe, die nur Sinusglieder enthält, als 
aueh in eine Reihe, die nur Kosinusglieder enthält, entwickeln läßt (vgl. [4J). 
soll im folgenden nur die Lösung nach GI. (5a) verwendet werden. 
Um auch die Randbedingung (4b) für t -;.. co zu erfüllen, wird die triviale 
Lösung 
U Y . 
- = (1 - IX) - --r IX Uo h (6) 
der Lösung nach GI. (5a) hinzugefügt. Die vollständige Lösung lautet dann 
00 _ 1/2;72 vt 
U Y "V --h'- (n 7/: Y) 
Uo = (1 - IX)---,;+ IX+ ~ e"e sin .-h- (7) 
n~"""' 1 
Die Koeffizienten c" sind nun noch aus der Anfangsbedingung zur Zeit t = 0 
zu ermitteln, nämlich ujUo = y/h. In die Lösung nach GI. (7) eingesetzt, 
ergibt dies (t = 0): 
00 L Cn sin (n ~ Y) = IX (~ - 1) 
n=l 
Die Koeffizienten Cn erhält man nach der Formel, vgl. [4], 
Cn =! I ::. (~ - n) sin (n ~) d ~ , nJn 
o 
(8) 
(9) 
wobei ~ = 7/: yjh gesetzt wurde. Nach Ausführen der Integration ergibt sich 
2a 
Cn = ---. 
117/: 
(10) 
Damit ist die vollständige Lösung, welche alle Anfangs- und Randbedingungen 
erfüllt, gegeben durch: 
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~= (1- rx.)JL+ rx.[1 - S (/',1])J 
UO h 
(11) 
mit 
(12) 
Als wichtige Kenngrößen seien noch die \Vandschubspannungen an der unteren 
und an der oberen \Vand angegeben 
(13) 
und l ('Xl 1/ 2 ;72 V') \ au f1 Uo -- t -
TW2 = f1 (-~-) = -- 1 - rx. 1 + 2 'V (- t)" e . 
ey y~h h L...J 
ll=l . 
(14) 
Daraus ergeben sich die dimensionslosen Reibungsbeiwcrte ('f = TW I ~ U~ zu: 
mit 
und 
mit 
und 
~ Cf 1 Re = t - rx. [t + R 1 (t') I 
2 
1 R ' 
"2 Cf2 e = 1 - rx. 11 + R 2 (t ) 1 
00 _ n2 n2 v t 
R2 (t') = 2 L (- 1)" e h' 
,,~1 
Re = e Uoh 
f1 
5. A.uswertung der Lösung und Beispielrechnungen 
(15) 
(16) 
(17) 
(18) 
Angesichts der komplizierten Summenformeln in der Lösung und in den Aus-
drücken für die Reibungsbeiwerte erscheint es zweckmäßig, die vorkommenden 
Reihensummen explizit auszuwerten. Mit 1] = yjh und t' = l' tjh2 als dimen-
sionslosen Variablen wurden deshalb die Funktionen S (t', 1]), R 1 (t') und 
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R 2 (t') nach Gln. (12), (16) und (18) mit Hilfe der elektronischen Digital-
rechenmaschine Siemens 2002 der DFL ausgerechnet. Der Yariabilität"bereich 
wurde dabei wie folgt festgelegt: 
für t': 0,0002 [0,0001] 0,0009 
0,001 [0,001] 0,009 
0,01 [0,01] 0,09 
0,1 10,1] 0,9 
1 [1] 2 
für rJ: 0 [0,05] 1 
Der Wert in den eckigen Klammern gibt die jeweilige Intervallänge an. Bei der 
Ausrechnung wurde so vorgegangen, daß die Einzelterme der konvergierenden 
Reihe GI. (12) mit wachsenden n solange berechnet wurden, bis der Faktor 
e-
n2
,,2t' < 10-6 geworden war. Die Funktionswerte S (t', 17), R I (t') und 
R 2 (t') wurden auf 5 Stellen nach dem Komma mit Rundung auf der letzten 
angegebenen Stelle ausgedruckt. In Abb. 2 sind die Ergebnisse fiir einige 
ausgewählte t'-tVerte graphisch dargestellt. 
1.0 
0.5 
----~)=-o r- -r-r- -r'-'--'-:--' 
---'--S(t'7j)= 1. f ~e-n'~2I' -sin(n 7rT]) 
0,001 I 1T n'1 n 
I 
i i 
--, 
I 
__ I_L 
- - ____ -r------< 
r---- -
t"05 /. 
0.5 (0 
N 
AlJlJ.~. Die Funktion S (t', ~I) = ..:... - e - l'1II (II:T 11) OLl n2_7~1'. 
er n 
n·-l 
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Tabelle 1. Die Funktionen R 1 (t') und R 2 (t') 
t' 
0 00 ~1,0 0,02 
0,0002 38,8942 -1,0 0,03 
0,0003 31,5735 -1,0 0,04 
0,0004 27,2095 -1,0 0,05 
0,0005 24,2313 -1,0 0,06 
0,0006 22,0329 -1,0 0,07 
0,0007 20,3244 
-1,0 0,08 
0,0008 18,9471 -1,0 0,09 
0,0009 17,8063 
-1,0 0,1 
0,001 16,8412 
-1,0 0,2 
0,002 11,6157 
-1,0 0,3 
0,003 9,30064 
-1,0 0,4 
0,004 7,92062 
-1,0 0,,5 
0,005 6,97885 
-1,0 0,6 
0,006 6,28366 
-1,0 0,7 
0,007 5,74336 
-1,0 0,8 
0,008 5,30783 
-1,0 0,9 
0,009 4,94708 
-1,0 1,0 
0,01 4,64190 
-1,0 2,0 
3 
---~---- -c---~ 
1 
--~ 
i 
I 
"-------=- ---- _.'--- --_ .. _. --~: -- _~I_-----, 
o 0.1 
-1 
2,98942 -0,99997 
2,2;373;3 -0,99843 
1,8209;3 -0,98911 
1,52313 -0,96600 
1,30329 -0,92858 
1,13244 -0,88009 
0,99473 -0,82472 
0,88069 -0,76614 
0,78429 -0,70710 
0,2i8;,i -0,27708 
0,1O:~i)6 -0,10353 
0,03859 -0,03859 
0,01438 ---0,01438 
0,00536 -0,00536 
0,00200 -0,00200 
0,00074 -0,00074 
0,00028 -0,00028 
0.00010 -000010 
0,00000 -0,00000 
Abb.3. 
Die Funktionen 
00 
_n2 :1 2 t' 
Rl(t')=2 L e 
und n=l 
00 n _n']lst 
R2 (t') = 2 L (-1) e 
n=l 
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Abb.4. 
Geschwindigkeitsverteilung und 
Reibullgswerte in Abhängigkeit 
von der Zeit (" ~ - 2) 
y 
h 
-2,0 -tB -/fi -~" -f,l -1,0 -48 -D.6 -4" -0,2 0 42 4" 
10 
l c-Re 2 t 
8 
6 
2 
I 
I----- -
o 
-0,1 
\ I i i 
I I 
I I i ! i I 
~ i 1 I ~ 1 I kICr{Re, 
I 
~I 
~ I i I 
1--~f2'Re I I I i i i 
0.1 0.2 t' vt =-p 
161 
1,0 
I 1 i 
I 
I 
1 
Dabei kann die Auftragung der zeitlichen Entwicklung der Funktion S (t', 1)) 
nach GI. (12) in dieser Abbildung auch direkt interpretiert werden als eine 
Couette-Strömung, bei der bis zum Zeitpunkt t = 0 die obere Wand ruhte 
und die untere Wand mit der Einheitsgeschwindigkeit geschleppt wurde. 
Zur Zeit t = 0 wird dann die untere Wand plötzlich auf den 'Wert Null ge-
bremst. Das zeitliche Abklingen der Flüssigkeitsbewegung zwischen den 
beiden Wänden wird in Abb. 2 dargestellt. Der kleinste, mit Hilfe des aus-
gearbeiteten Programms auswertbare 'Yert der dimensionslosen Zeit betrug 
t' = 0,0002. Hierfür mußten etwa 100 Reihenglieder berechnet werden, bevor 
das erwähnte Kriterium, daß e-n2 ,,2 t' < 10-6 sei, erfüllt wurde. Für t' = 0,0001 
überstieg n den 'Yert 100. Dagegen genügte für den größten verwendeten Wert 
t' = 2 bereits ein Glied, um die Schranke von 10-6 zu unterschreiten. 
Von besonderem Interesse sind die Reibungsbeiwerte cfl . Re und Cf2 • Re, 
die durch die Funktionen R 1 (t') und R 2 (t') nach den GIn. (16) und (18) 
charakterisiert sind. Sie sind in Tabelle 1 wiedergegeben, und ihr Verlauf ist 
in Abb. 3 dargestellt. Für t' ~ 0 strebt BI (t') (Reibungsbeiwert an der 
unteren, plötzlich in Gang gesetzten Wand) gegen L'nendlich, d. h. t = 0 
stellt eine Singularität dar. B 2 (t') dagegen behält über einen relativ großen 
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1,0 
y 
h 
0,2 
- ~O -0,8 -0,6 
6 ~-
I 
iJ-
l 
2 f----
I 
o L_.--L_-< 
-0,1 
J. Steinheuer 
-42 o 0,2 
--~ 
I 
_~_I~-
)0",,+ I 
0.1 0,2 
----
i 
~ 
u ~ 
0,6 va 1,0 
--l 
i 
i 
I 
I I 
I 
0,3 t l V t 0.4 
==112 
Abb. 5. Gesclnvinuigkeitsverteilung unu Reibungsbeiwerte in Abhängigkeit von uer Zeit (.'t = - 1) 
Zeitbereich (bis etwa t' = 0,02) seinen Anfangswert R2 (I') = ~1 bei, um d~nn 
langsam auf Null anzusteigen. Das bedeutet, daß die Störung erst nach el~er 
Zeit ,"on t' ~ 0,02 die obere Wand erreicht. Von einem Wert t' ~ 0,3 an smd 
dann R I (I') und R 2 (t') bei entgegengesetztem Vorzeichen ihrem Betrage 
nach gleich, d. h. etwa von diesem Zeitwert an nimmt die Funktion S (t', 1) 
eine Parabelform an. Folgende wichtige physikalische Folgerung ist demnach 
aus der yorliegenden Untersuchung zu ziehen: Bei plötzlichem Ingangsetzen 
oder auch sehr starker Beschleunigung der unteren, bis zum Zeitpunkt t = 0 
ruhenden \rand einer Couette-Strömung steigt die \Vandschubspannung an 
dieser Wami zu erheblichen Werten an. Das gleiche gilt für entsprechen~e 
Grenzschichtprobleme. Eine Untersuchung der gleichen Art, wie sie hier fur 
die Couette-Strömung durchgeführt worden ist, ist also auch für die instationäre 
Grenzschicht wünschenswert. 
Zur Erläuterung der behandelten instationären Couette-Strömung sind einige 
Bei~piele gerechnet worden. Diese umfassen die Fälle (X = -2, -1, +1 und +2. 
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Abb.6. 
Ge"-chwindi.!2;keitsverteilung und Reibungsbei-
werte in Ahhiiugigkeit VOll der Zeit (C\. = 1) 
10 ~-~-
y 
Tl 
O,{jf----
0,4 
0,2 
0,2 
2 
1 
-c ,Re 2 r 
0 
-2 
-4 
-6 '--
-0,1 0 
0,4 0,6 
-
0.1 0.2 
163 
U 1.D 
Ifo 
~ 
---, 
I 
_L I 
-0 
t l - -vi 0,4 
- h 2 
Die Geschwindigkeitsverteilungen sind jeweils für die Werte t' = 0; 0,0005; 
0,001; 0,005; 0,01; 0,05; 0,1 und 0,5 in den Abbildungen '4 bis 7 dargestellt. 
Außerdem enthalten diese Bilder den Verlauf der Reibungsbeiwerte c/l und Cf2. 
Hieraus ist noch einmal deren zeitliches Verhalten zu ersehen_ 
6. Zusammenfassung 
Für das Problem der instationären inkompressiblen Couette-Strömung, bei 
der die bis zum Zeitpunkt t = 0 ruhende Wand plötzlich auf eine von ~ull 
verschiedene Geschwindigkeit gebracht wird, wird eine exakte Lösung der 
instationären partiellen Differentialgleichung (c u/c t) = ~' (c2 u/c y2) an-
gegeben. Die als unendliche Reihe gegebene Lösung wurde mit Hilfe eines 
elektronischen Digitalrechners für eine Reihe von Zeitpunkten berechnet und 
graphisch dargestellt. Einige ausgeführte Beispielrechnungen verdeutlichen 
den physikalischen Sachverhalt. Das wichtigste Ergebnis der Untersuchung 
ist die Folgerung, daß bei plötzlichem Ingangsetzen oder auch sehr starker 
Beschleunigung einer Begrenzungswand sowohl bei einer ('ouette-Strömung als 
auch bei 'Wandgrenzschichten die Wandschubspannung extrem hohe Werte 
annehmen kann_ 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00047952
164 
y 
11 
0,6 
J. Stein heuer 
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2 ~--~--.---~~--,----r---,---,----,---,---, ferRe 1---+--1
1
-1----'-- ,jcr:·Re 
o l--~r--~r\~-+--~~~~=--4---+---+---r---
:1 I ~ i I __ I--
-2 f-....---I----+---+0----+-~...,.....=--+----+-----L1 ----t--
1
1 
i . tCr1 Re ' I i I' 
: : 1 
-*\1 I (,! ---l-.1~-------l--, --+----+1-
I----I----I--I--+-I --L-...-i' ----1----1-- -+----+-----1 
-6 i I I: I I 
-8 L---~---L~~ ____ i_ __ _L __ ~ ____ i_ __ _L ___ ~ __ ~ 
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 t' vt II,If 
=7)2 
Abb. 7. Geschwindigkeitsverteilung und Reibungsbeiwerte in Abhängigkeit von der Zeit (" ~ 2) 
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